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1. Prove as afirmacgoes abaixo para numeros reais a, b e ¢ usando as propriedades
P(1) — P(12) vistas em sala, indicando claramente a propriedade usada em cada passo.
ATENCAO: se vocé necessitar algum resultado intermedidrio que néo esteja listado nas

propriedades P(1) — P(12), vocé deve demonstrar este resultado.

[1 pt] (a) Sea#0eb=#0 entdo (ab)™' =a b1
[1 pt] (b) Sea <bec<0entdo be < ac.

1 1
[1 pt] (c) SeO<a<bentéoE<a.

PARA AS QUESTOES ABAIXO FAGA AS CONTAS NORMALMENTE, SEM SE PREOCUPAR
COM AS PROPRIEDADES P(1) — P(12).

[1,5 pts] 2. Assumindo a desigualdade triangular, mostre que
| lz] = lyl | < |z =yl -

[1,5 pts] 3. Usando indugdo, mostre que para todo ntimero natural n, n® + 2n ¢ miltiplo de 3.

4. Admita que \/2 é irracional.

1
[1 pt] (a) Prove que para todo n natural, o3 é irracional. (Sugestdo: nao é necessdrio usar
n
indugao!)
[1,5 pts] (b) Admita, sem demonstrar, a Propriedade Arquimediana de R: para todo ndmero

real a > 0 existe um nimero natural n tal que a < n. Usando esta propriedade e o
item (a), prove que para qualquer nimero real a > 0 existem um numero racional

r e um numero irracional ¢ taisque 0 <r <ae (0 <1 < a.



[1,5 pts]

aeJac e~ e~ s o Bia « BNa Mg

5. Vamos provar que todos os cavalos tem a mesma cor. Para n > 1, considere a afirmagao

P(n) : Num conjunto de n cavalos, todos tem a mesma cor.

P(1) é claramente verdadeira. Suponha que vale P(n) e vejamos que vale P(n + 1).

Considere um conjunto

C - {Cl, 02, e ,Cn, Cn+1}

com n + 1 cavalos. Pela hip6tese de indugao, os cavalos em {C},Cs,...,C,} tem a
mesma cor e os cavalos em {Cs,...,C,, Cyi1} tem a mesma cor. Como estes conjuntos
de n cavalos tem cavalos em comum, obtemos que todos os cavalos de C tem a mesma
cor. Logo, pelo Principio da Indugao, em qualquer conjunto com n cavalos todos tem a

mesia Cor.

Este raciocinio esta correto?

PROPRIEDADES DOS NUMEROS REAIS

):a+(b+c)=(a+b)+c
2):a+0=0+a=a
3):a+(—a)=(—a)+a=0

4): a+b=b+a
5):a-(b-c)=(a-b)-c
6):a-1=1-a=a; 1#0
7):Sea#0,a-at=a'a=1
8):a-b=b-a
9:a-(b+c)=a-b+a-c

Seja P = {conjunto dos nimeros reais positivos}.

P(10): Para um nimero a qualquer, uma e apenas uma das alternativas abaixo é valida:

(i)a=0
(i) a e P
(iii) —a € P

P(11): Se a,b € P entdao a+b e P.
P(12): Sea,be P entdoa-be P.

DESIGUALDADE TRIANGULAR: Para quaisquer x, y reais tem-se |z + y| < |z| + |y|.
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